Whasnosci funkeji absolutnie cigglych — zadania

Zadanie 1. Funkcja Cantora ¢: [0,1] — [0, 1] ma nastepujace wlasnosci:
e jest niemalejgca i jednostajnie ciggla,
e nie jest absolutnie ciggta,
e ¢ =0 p.w., wkonsekwencji ¢(1) — o(0) # fy ¢

Zadanie 2. Wykazaé, ze nastepujace zawierania zachodzg na kazdym przedziale

[a,b] i sa whasciwe:
AC CC, Lip C AC C BV.

Zadanie 3. Wykaza¢, ze iloczyn funkcji absolutnie ciaglych jest rowniez funkcja
absolutnie ciggla.

Zadanie 4. Wykaza¢ wzor na catkowanie przez czesci dla funkcji absolutnie cia-
glych:

[ g de = gof

/ F@)g(x) dz dla f,g € AC([a,b).

Zadanie 5. Wykazaé, ze jesli dla kazdego x € (a,b) pochodna f’(z) istnieje
i|f'(z)] <L, to funkcja f jest lipszycowska ze stata L.

Zadanie 6. Wykazaé, ze kazda funkcja f € BV ([a,b]) rozktada sie w sposéb jed-
noznaczny (z doktadnoscig do dodania stalej) na sume f = g + h funkcji absolutnie
ciggtej g i funkcji osobliwej h.

Zadanie 7. Dla kazdej z ponizszych funkcji sprawdzi¢, czy jest ona absolutnie ciggta
i czy ma skoniczone wahanie na [—1, 1]:

?sint  dlax #0, a?sin  dlaz #0,
flz) = 3 () = B
0 dla z =0, 0 dla z = 0.

Zadanie 8. Pokazaé, ze jedli funkcja f: [0,1] — R jest ciaglta w 0, f € AC([e, 1))
dla kazdego € > 0 oraz f € BV([0,1]), to f € AC(|0,1]). Wykazaé, ze zalozenie
f € BV(]0,1]) jest konieczne.


https://en.wikipedia.org/wiki/Cantor_function

Zadanie 9. Wykazaé, ze jesli f € AC([a,b]), to T(f,[a,b]) = [°|f].

Zadanie 10. Pokazaé, ze funkcje o zerowej stabej pochodnej sa state, tj. jesli
f € L'(a,b) oraz

b
/ f(x)¢'(x) dz =0 dla kazdej funkeji p € C2°((0, 00)),

to f = const p.w. Wskazowka: rozwazy¢ przyblizenia splotowe f.



